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¶ARFOLYAMINGADOZ¶ASOK VIZSG¶ALATA
SZIMMETRIKUS STABIL MODELLBEN1
CSENDES CSILLA
Budapesti Corvinus Egyetem
Dolgozatomban a Budapesti ¶Ert¶ekt}ozsde vezet}o pap¶³rjainak ¶arfolyam inga-
doz¶asait vizsg¶alom a naponk¶enti logaritmikus hozamok eloszl¶as¶anak alapj¶an.
Vizsg¶alatomban a napi hozamokat fÄuggetlennek ¶es szimmetrikus stabil elosz-
l¶as¶unak felt¶eteleztem. Bemutatok egy robusztus statisztikai elj¶ar¶ast, amellyel
a stabil param¶eterek (alak-, sk¶ala-, ¶es helyparam¶eter) egyÄuttesen becsÄulhet}ok.
Az elj¶ar¶as j¶o statisztikai ¶es numerikus tulajdons¶agokkal rendelkezik, tov¶abb¶a
kÄonnyen alkalmazhat¶o. A szimmetrikus stabil modellb}ol kiindulva becsÄultem
a hozamok eloszl¶as¶anak param¶etereit ¶es hipot¶ezis vizsg¶alattal ellen}oriztem
az illeszked¶est a stabil ¶es a norm¶alis eloszl¶ashoz. A becsÄult param¶eterek
seg¶³ts¶eg¶evel meghat¶aroz¶asra kerÄultek az ¶arfolyamokra vonatkoz¶o kon¯dencia
intervallumok.
1 Bevezet¶es
A stabil eloszl¶asok csal¶adj¶anak pontos de¯ni¶al¶as¶at Levy (1925) v¶egezte el, aki
fÄuggetlen, azonos eloszl¶as¶u val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok Äosszegeit tanulm¶anyozta,
¶es konvergencia t¶eteleket bizony¶³tott az Äosszegekre. Az eloszl¶ascsal¶ad mate-
matikai statisztikai jelent}os¶eg¶et az adja, hogy a centr¶alis hat¶areloszl¶as t¶etel
¶altal¶anos¶³t¶asak¶ent ad¶od¶o vonz¶asi tartom¶any (domain of attraction) probl¶ema
lehets¶eges megold¶as¶at kiz¶ar¶olag ez a csal¶ad tartalmazhatja. A vonz¶asi tar-
tom¶any probl¶em¶aban az Äosszegzett v¶altoz¶ok fÄuggetlenek, azonos eloszl¶as¶uak,
de a sz¶or¶asn¶egyzetÄuk nem v¶eges. A stabil eloszl¶asok teh¶at az ¶altal¶anos¶³tott
centr¶alis hat¶areloszl¶as t¶etel alapj¶an a norm¶alis eloszl¶as ¶altal¶anos¶³t¶as¶at adj¶ak
(Uchaikin ¶es Zolotarev (1999), 55. oldal).
1. Defin¶³ci¶o. Egy X val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ot stabilnak nevezÄunk, ha minden
n-re l¶eteznek olyan X1, X2,. . . , Xn v¶altoz¶ok, melyeknek kÄozÄos az eloszl¶asa ¶es
amely eloszl¶as megegyezik X eloszl¶as¶aval, tov¶abb¶a l¶eteznek olyan e(n) ¶es a(n)
konstansok (e(n) centr¶al¶o, a(n) sk¶al¶az¶o szerepet tÄolt be), ¶ugy, hogyPn
i=1 Xi
a(n)
¡ e(n) (1)
eloszl¶asa megegyezik X eloszl¶as¶aval.
1A kutat¶o munka a Miskolci Egyetem strat¶egiai kutat¶asi terÄulet¶en m}ukÄod}o Mechatro-
nikai ¶es Logisztikai Kiv¶al¶os¶agi KÄozpont keret¶eben val¶osult meg. Be¶erkezett: 2014. okt¶ober
20. E-mail: csendescsilla@gmail.com.
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Az eloszl¶ascsal¶ad haszn¶alat¶at a gyakorlati modellez¶esben megnehez¶³ti n¶e-
h¶any olyan tulajdons¶ag, amelyek miatt mer}oben ¶uj megkÄozel¶³t¶esekre van
szÄuks¶eg. Hab¶ar l¶etezik a stabil eloszl¶asok s}ur}us¶eg- ¶es eloszl¶asfÄuggv¶enye, ezek
nem ismertek z¶art alakban. A fÄuggv¶enyek az ¶un. integr¶alreprezent¶aci¶oban,
illetve sorfejt¶essel adottak. Teh¶at azok a statisztikai m¶odszerek, amelyek a
s}ur}us¶eg- vagy eloszl¶asfÄuggv¶enyre kÄozvetlenÄul ¶epÄulnek, mint p¶eld¶aul a maxi-
mum likelihood (ML) m¶odszer, nem alkalmazhat¶oak. L¶eteznek numerikus
integr¶al¶ast tartalmaz¶o kÄozel¶³t¶eses elj¶ar¶asok (l¶asd Nolan (2001)), de ezeknek
a sz¶am¶³t¶asi ig¶enye nagyon jelent}os.
A z¶art alak¶u s}ur}us¶egfÄuggv¶eny ¶es eloszl¶asfÄuggv¶eny hi¶any¶aban az elosz-
l¶ascsal¶adot a karakterisztikus fÄuggv¶ennyel ¶³rj¶ak le, amely az 1. de¯n¶³ci¶ob¶ol
levezethet}o. A karakterisztikus fÄuggv¶eny a s}ur}us¶egfÄuggv¶eny Fourier-transz-
form¶altja, ¶es a k¶et fÄuggv¶eny egy¶ertelm}uen megfeleltethet}o egym¶asnak. A
stabil karakterisztikus fÄuggv¶eny ez¶ert j¶ol de¯ni¶alja az eloszl¶ascsal¶ad tagjait.
A fÄuggv¶eny n¶egy param¶eter seg¶³ts¶eg¶evel ¶³r le egy ¶altal¶anos stabil eloszl¶ast,
amelyek
² a 0 < ® · 2 karakterisztikus kitev}o (stabilit¶asi index, farokindex),
² a ¡1 · ¯ · 1 ferdes¶egi (aszimmetria) param¶eter,
² a ° > 0 sk¶alaparam¶eter,
² ¶es a ± 2 IR helyparam¶eter.
Legyen X » S(®;¯; °; ±) stabil eloszl¶as¶u val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o a fenti
param¶eterekkel, ekkor az X v¶altoz¶o karakterisztikus fÄuggv¶enye:
E exp (itX) =
=
½
exp(¡°®jtj®£1 ¡ i¯(tan(¼®2 )(sign(t))((°jtj)1¡® ¡ 1)¤ + i±t); ® 6= 1
exp(¡°jtj£1 ¡ i¯ 2
¼
(sign(t))(ln jtj + ln °)¤ + i±t); ® = 1
(2)
ahol sign(t) jelenti az el}ojel fÄuggv¶enyt. Ha a ¯ ¶es ± param¶eter ¶ert¶eke nulla,
azaz a val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o szimmetrikus nulla kÄorÄul, akkor a karakteriszti-
kus fÄuggv¶eny val¶os fÄuggv¶eny, ¶es a
Á(t) = e¡°
®jtj® (3)
egyszer}ubb alakban ¶all el}o.
A norm¶alis eloszl¶as az ® = 2 param¶eter}u stabil eloszl¶as. A norm¶alis
eloszl¶ast¶ol eltekintve a stabil eloszl¶asok sz¶or¶asn¶egyzete nem l¶etezik, ugyanis
a m¶asodik momentumot de¯ni¶al¶o integr¶al nem v¶eges. ¶Altal¶anoss¶agban igaz,
hogy az EjXpj momentumok nem v¶egesek, ha p ¸ ®, ahol 0 < ® < 2. Ebb}ol
kÄovetkezik, hogy a magasabb rend}u momentumok sem v¶egesek. L¶eteznek
olyan stabil eloszl¶asok is, amelyeknek a v¶arhat¶o ¶ert¶eke sem l¶etezik, ilyen
p¶eld¶aul a Cauchy-eloszl¶as (® = 1). Teh¶at a param¶eterbecsl¶esre szint¶en
gyakran haszn¶alt momentumok m¶odszere sem haszn¶alhat¶o.
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A stabil eloszl¶asok r¶eszletes le¶³r¶as¶at tal¶alhatjuk tÄobbek kÄozÄott a kÄovetkez}o
monogr¶a¯¶akban: Gnedenko ¶es Kolmogorov (1954), Uchaikin ¶es Zolotarev
(1999), Samorodnitsky ¶es Taqqu (1994).
Az eloszl¶ascsal¶ad adatmodellez¶esben val¶o haszn¶alat¶anak legf}obb el}onye
ugyanakkor a rugalmass¶ag, amelyet a n¶egy param¶eterrel tÄort¶en}o illeszt¶es je-
lent. Nyilv¶anval¶o, hogy a norm¶alis eloszl¶ashoz k¶epest (amely eset¶en csak k¶et
param¶eter ¶all rendelkez¶esre) sokkal pontosabban le¶³rhatjuk a meg¯gyel¶eseket.
Az ut¶obbi id}oben a sz¶am¶³t¶og¶epek nÄovekv}o sz¶am¶³t¶asi kapacit¶asai r¶ev¶en egyre
tÄobb statisztikai, Äokonometriai eszkÄozt fejlesztettek ki, amelyekkel egyre in-
k¶abb lehet}ov¶e v¶alik az eloszl¶ascsal¶ad gyakorlati alkalmaz¶asa. A kidolgozott
diagnosztikai eszkÄozÄokr}ol (s}ur}us¶egfÄuggv¶eny kÄozel¶³t¶ese, q-q ¶abr¶ak, illeszked¶es
vizsg¶alat) Nolan (2001) ad r¶eszletes le¶³r¶ast.
A statisztikai vizsg¶alatokhoz elengedhetetlen a megfelel}o eloszl¶as¶u v¶eletlen
sz¶amok gener¶al¶asa. Az ®-stabil szimmetrikus Z v¶altoz¶o gener¶alhat¶o Zolotarev
(1986) alapj¶an a kÄovetkez}o formul¶aval:
Z(®; 0) =
sin(®»)¡
cos »)
1
®
µ
cos((1 ¡ ®)»)
´
¶ 1¡®
®
; (4)
ahol ´ standard exponenci¶alis v¶altoz¶o, » egyenletes val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o a
(¡¼=2; ¼=2) intervallumon. A standardiz¶alt ®-stabil v¶altoz¶onak az al¶abbi
formul¶aval gener¶alhat¶o val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ot tekintjÄuk:
Z(®; 0)=®
1
® :
A stabil eloszl¶ascsal¶ad haszn¶alata a p¶enzÄugyi modellez¶esben az 1960-as
¶evekre ny¶ulik vissza. Az els}o tanulm¶anyok Mandelbrot (1964), illetve Fama
(1965) nev¶ehez f}uz}odnek, akik ¶arfolyamv¶altoz¶asokat vizsg¶alva azt tapasztal-
t¶ak, hogy a norm¶alis modellhez k¶epest a hozamok nagyobb val¶osz¶³n}us¶eggel
sz¶or¶odnak messzebb az ¶atlagt¶ol, azaz az extr¶em esetek val¶osz¶³n}us¶ege nagyobb,
mint azt a norm¶alis eloszl¶ast felt¶etelezve v¶arn¶ank. Ennek a jelens¶egnek a
le¶³r¶as¶ara a vastag fark¶u (heavy-tailed) eloszl¶asokat, kÄoztÄuk a stabil eloszl¶as-
csal¶adot kezdt¶ek haszn¶alni. Elm¶eleti szempontb¶ol ez az¶ert kedvez}o, mert a
portf¶oli¶o feladatban szerepl}o hozamÄosszegz¶essel p¶arhuzamba ¶all¶³that¶o a sta-
bilit¶asi tulajdons¶ag, azaz hogy a stabil eloszl¶asok z¶artak az Äosszegz¶esre n¶ezve.
K¶es}obb ¶ujabb ¶es ¶ujabb tanulm¶anyok, empirikus vizsg¶alatok jelentek meg,
¶es m¶ara m¶ar sz¶eles kÄorben elterjedt a stabil portf¶oli¶o modell alkalmaz¶asa. A
t¶em¶aban megjelent kÄotetek tÄobbek kÄozÄott Rachev (szerk.) (2003), Rachev ¶es
Mittnik (2000), valamint Adler et al. (szerk.) (1998). A hazai szakirodalom-
ban is sz¶amos tanulm¶any tal¶alhat¶o, amely stabil eloszl¶asok p¶enzÄugyi terÄuleten
val¶o alkalmaz¶as¶aval foglalkozik, p¶eld¶aul Lux ¶es Varga (1996), Pal¶agyi (1999),
Janecsk¶o (2000), Pal¶agyi (2003), valamint Luk¶acs (2004).
Dolgozatom t¶em¶aja r¶eszv¶eny ¶arfolyamok vizsg¶alata szimmetrikus stabil
modellben. A 2. szakaszban ¶attekintem a stabil portf¶oli¶o modelleket, a ho-
zamsz¶am¶³t¶as modelljeit, a stabil eloszl¶asok ismert param¶eterbecsl¶esi elj¶ar¶asait.
A 3. szakaszban bemutatok egy robusztus statisztikai m¶odszert, amely az
M-becsl¶esek kÄoz¶e tartozik, ¶es az ®, °, ± param¶eterek egyÄuttes (egyidej}u)
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becsl¶es¶et teszi lehet}ov¶e. Az elj¶ar¶as a Probability Integral Transformation
(PIT) technik¶an alapszik. Az ¶arfolyamadatok elemz¶es¶et a PIT m¶odszer,
valamint a STABLE program2 seg¶³ts¶eg¶evel a Budapesti ¶Ert¶ekt}ozsde (B¶ET)
legjelent}osebb, vezet}o r¶eszv¶enyeinek adatain v¶egeztem el. BecsÄultem a r¶esz-
v¶enyenk¶enti hozamok eloszl¶as¶anak param¶etereit ¶es ¶ert¶ekelem az illeszked¶est
a norm¶alis ¶es becsÄult stabil eloszl¶asokhoz. A becsÄult param¶eterek alapj¶an
kon¯dencia intervallumokat k¶esz¶³tettem, az eredm¶enyeket tartalmazza a dol-
gozat 4. szakasza.
2 Stabil portf¶oli¶o anal¶³zis
A XX. sz¶azadban sz¶amos kÄozgazdas¶agtudom¶anyi Nobel-eml¶ek d¶³jjal jutal-
mazt¶ak a portf¶oli¶o kiv¶alaszt¶as terÄulet¶en alkotott elm¶eleteket, R. Mertont ¶es
M. Scholes-t a derivat¶³v¶ak ¶ert¶ek¶enek meghat¶aroz¶as¶a¶ert (1997), W. Sharpe-ot
a t}okepiaci ¶arfolyamok modellj¶e¶ert (Capital Asset Pricing Model, CAPM)3
(1990), H. Markowitz-ot portf¶oli¶o optimaliz¶al¶asi modellj¶enek kidolgoz¶as¶a¶ert
(1990). Ezen ismert kÄozgazdas¶agtani, p¶enzÄugyi modellek mindegyik¶enek
l¶etezik stabil eloszl¶asokra val¶o kiterjeszt¶ese, amelyekr}ol r¶eszletes ¶attekint¶est
ad Uchaikin ¶es Zolotarev (1999) (17. fejezet). Ezeket a modelleket tekintem
¶at a kÄovetkez}okben.
A portf¶oli¶o optimaliz¶al¶as klasszikus modellj¶eben a portf¶oli¶o hozama a
portf¶oli¶oban tal¶alhat¶o eszkÄozÄok hozamainak s¶ulyozott ¶atlaga, a kock¶azatot
pedig a portf¶oli¶o sz¶or¶asn¶egyzet¶evel m¶erjÄuk. A modellt H. Markowitz fogal-
mazta meg (1952), amely ¶atlag - sz¶or¶as megkÄozel¶³t¶es n¶even v¶alt ismertt¶e a
magyar szakirodalomban.
Legyen n kÄulÄonbÄoz}o ¶ert¶ekpap¶³r, amelyeknek a hozamai X = (X1; . . . ; Xn),
a v¶arhat¶o ¶ert¶ekÄuk ¹ = (¹1; . . . ; ¹n), § az Xi v¶altoz¶ok kovariancia m¶atrixa,
¶es az eszkÄozÄok s¶ulyait a portf¶oli¶oban jelÄolje w = (w1; . . . ; wn) s¶ulyvektor,
w ¸ 0. Ha felt¶etelezzÄuk, hogy X » N (¹; §) tÄobbv¶altoz¶os norm¶alis eloszl¶as¶u,
akkor a portf¶oli¶o hozam¶anak eloszl¶asa szint¶en norm¶alis Xp » N (¹p; ¾2p), ahol
¹p = w
T ¹ ¶es ¾2p = w
T §w. A portf¶oli¶o feladat l¶enyege, hogy az optim¶alis w
s¶ulyvektor meghat¶aroz¶as¶aval egy a befektet}o ¶altal el}o¶³rt ¸ v¶arhat¶o hozamszint
el¶er¶ese mellett minimaliz¶aljuk a kock¶azatot:
min
w
h
wT §w
i
;
wT ¹ ¸ ¸ ;
wT e = 1 ;
(5)
ahol T a transzpon¶al¶ast jelenti, e = (1; . . . ; 1) az n-dimenzi¶os Äosszegz}o vektor.
Az optimaliz¶al¶asi probl¶ema c¶elfÄuggv¶enye ekkor kvadratikus fÄuggv¶eny, ¶es a
feladat a kvadratikus programoz¶as ismert algoritmusaival megoldhat¶o. A
portf¶oli¶o feladat fel¶³rhat¶o a fenti probl¶em¶aval azonos eredm¶enyre vezet}o li-
ne¶aris programoz¶asi feladatk¶ent is, amelynek egy kvadratikus felt¶etele van.
2Ingyenesen el¶erhet}o szoftver J. P. Nolan weboldal¶ar¶ol [30].
3A CAPM megalkot¶oja W. Sharpe mellett J. Lintner
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Ekkor a befektet}o a sz¶am¶ara maxim¶alisan elviselhet}o ¾2max kock¶azati szint
mellett maximaliz¶alja az el¶erhet}o hozamot:
max
w
¹p ;
¾2p · ¾2max ;
wT e = 1 :
(6)
Az optim¶alis portf¶oli¶ovektor ekkor kvadratikus programoz¶asi feladatok
sorozat¶anak megold¶as¶aval ¶all¶³that¶o el}o. A fenti modellekben a fedezetlen rÄo-
vidre elad¶as (short-selling), azaz ha wi < 0, nem enged¶elyezett. A fedezetlen
rÄovidre elad¶as lehet}os¶eg¶et is megenged}o nem korl¶atozott probl¶ema, valamint
tov¶abbi relax¶alt felt¶etelekkel rendelkez}o probl¶em¶ak r¶eszletes le¶³r¶asa tal¶alhat¶o
p¶eld¶aul Lintner (1965) dolgozat¶aban.
B¶ar a megkÄozel¶³t¶est sok kritika ¶erte (f}ok¶ent a norm¶alis eloszl¶as felt¶etelez¶ese
miatt), a modell jelent}os¶ege vitathatatlan. A tapasztalati vizsg¶alatok hamar
r¶amutattak, hogy a norm¶alis eloszl¶ast¶ol cs¶ucsosabb ¶es vastagabb fark¶u (heavy-
tailed) eloszl¶asok sokkal ink¶abb le¶³rj¶ak a hozamokat. A stabil eloszl¶ascsal¶ad
mellett m¶as vastag fark¶u eloszl¶asokat is vizsg¶altak, de a stabil eloszl¶asok
Äosszegz¶esi tulajdons¶aga, azaz hogy azonos ® karakterisztikus kitev}ovel ren-
delkez}o v¶altoz¶ok Äosszegz¶es¶evel ¶ujra ®-stabil v¶altoz¶ot kapunk, nagy el}onyt
jelent a portf¶oli¶o anal¶³zisben.
A stabil portf¶oli¶o feladatban azt felt¶etelezzÄuk, hogy a hozamok tÄobb-
v¶altoz¶os szimmetrikus stabil eloszl¶ast kÄovetnek. A szimmetria felt¶etelez¶es¶et
egyr¶eszt a tapasztalati meg¯gyel¶esek t¶amasztj¶ak al¶a, m¶asr¶eszt szimmetrikus
eloszl¶as haszn¶alat¶aval a pozit¶³v ¶es negat¶³v v¶altoz¶asok azonos m¶ert¶ekben s¶u-
lyozhat¶ok. A tÄobbv¶altoz¶os stabil portf¶oli¶o modelleket Press (1972) kÄonyve
alapj¶an mutatom be.
A vizsg¶alt tÄobbv¶altoz¶os szimmetrikus (¯ = 0) eloszl¶ascsal¶ad log-karakte-
risztikus fÄuggv¶enye:
lnÁX(t) = ia
T t ¡ 1
2
mX
j=1
(tT jt)
®
2 ; (7)
ahol X tÄobbv¶altoz¶os hozameloszl¶as, ÁX(t) jelÄoli az X v¶altoz¶o karakterisztikus
fÄuggv¶eny¶et, i =
p¡1. Az aT = (a1; a2; . . . ; an) vektor az eloszl¶as helyvek-
tora, ® > 1 eset¶en v¶arhat¶o ¶ert¶ek vektora. Az j szimmetrikus sk¶alam¶atrixok
a v¶altoz¶ok fÄugg¶esi strukt¶ur¶aj¶at ¶³rj¶ak le, 8j : j ¸ 0. Az 0 < m · 1 eg¶esz a
tÄobbv¶altoz¶os stabil karakterisztikus fÄuggv¶eny el}obbi reprezent¶aci¶oj¶anak el}o¶al-
l¶³t¶asa sor¶an bevezetett ir¶anyok sz¶am¶at jelenti. Az n v¶altoz¶os, egys¶eg sugar¶u
hipergÄomb felsz¶³n¶en ¶ertelmezett integr¶al¶as helyett m diszkr¶et pont (ir¶any)
felv¶etel¶evel ¶es ir¶anyonk¶enti (j = 1; . . . ; m) Äosszegz¶essel hat¶arozzuk meg az
ÄosszefÄugg¶esi strukt¶ur¶at (l¶asd Press (1972), 6. fejezet). FeltesszÄuk, hogyPm
j=1 j > 0, azaz nem degener¶alt az eloszl¶as, ¶es hogy a v¶arhat¶o ¶ert¶ek v¶eges,
azaz 1 < ® · 2. A portf¶oli¶ot alkot¶o r¶eszv¶enyek s¶ulyainak vektor¶at tov¶abbra
 
 
 
 
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is wT = (w1; w2; . . . ; wn) jelÄoli. Ekkor a portf¶oli¶o hozama
Xp =
nX
i=1
wiXi;
a portf¶oli¶o elv¶art hozama
E(Xp) =
nX
i=1
wiE(Xi) =
nX
i=1
wiai = w
T a;
ha az X val¶osz¶³n}us¶egi vektor eloszl¶asa (7) szerinti. Az Xp portf¶oli¶o hozam
karakterisztikus fÄuggv¶enye:
ÁXp(v) = E(e
ivXp);
v 2 IR a karakterisztikus fÄuggv¶eny fÄugg}o v¶altoz¶oja. Az X tÄobbv¶altoz¶os hozam
vektor karakterisztikus fÄuggv¶enye
ÁX(t) = E(e
itT X);
t 2 IRn a karakterisztikus fÄuggv¶eny fÄugg}o v¶altoz¶oja. Legyen t = vw, ekkor
ÁX(t) = ÁX(vw) = E(e
ivwT X) = ÁXp(v);
azaz Xp log-karakterisztikus fÄuggv¶enye
lnÁXp(v) = iv(w
T a) ¡ 1
2
jvj®
mX
j=1
(wT jw)
®
2 :
Hasonl¶oan a Markowitz modellhez, a portf¶oli¶o kock¶azatot a hozamok elosz-
l¶as¶anak valamely sz¶or¶od¶asi mutat¶oj¶aval, stabil eloszl¶asok eset¶eben a sz¶or¶as
hi¶any¶aban a sk¶alaparam¶eterrel m¶erjÄuk, amely:
°(x) =
1
2
mX
j=1
(wT jw)
®
2 : (8)
A w portf¶oli¶o vektort a kÄovetkez}o optimaliz¶al¶asi feladat megold¶as¶aval kapjuk:
max
x
h
¸aT w ¡ 1
2
mX
j=1
(wT jw)
®
2
i
;
wT e = 1;
w ¸ 0:
(9)
A fenti modellben a r¶eszv¶enyek hozama kÄozÄos ® param¶eterrel rendelkezik
(Model I). Press (1972) bemutat egy ¶altal¶anosabb probl¶em¶at is (Model II),
amelyben ez a megkÄot¶es m¶ar nem szerepel, azaz a r¶eszv¶enyek kÄulÄonbÄoz}o
® param¶eter}u hozameloszl¶assal rendelkezhetnek. Bizonyos esetben explicit
 
 
 
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megold¶as adhat¶o a feladatokra a Lagrange szorz¶ok m¶odszer¶evel, tov¶abb¶a
bemutatja az m = 1 speci¶alis eset megold¶as¶at is. A Press ¶altal de¯ni¶alt
probl¶em¶akn¶al ¶altal¶anosabb le¶³r¶ast tesz lehet}ov¶e a spektr¶alm¶ert¶ek haszn¶alata.
A spektr¶alm¶ert¶ek de¯ni¶al¶as¶at Bradley ¶es Taqqu (2003) alapj¶an mutatom be.
A kÄovetkez}o t¶etel az ¶altal¶anos stabil v¶eletlen vektort a v¶eges ¡X m¶ert¶ek
seg¶³ts¶eg¶evel de¯ni¶alja.
1. T¶etel. Legyen 0 < ® < 2. Ekkor X = (X1;X2; . . . ;Xn) akkor ¶es csak
akkor stabil v¶eletlen vektor ® stabilit¶asi indexszel, ha l¶etezik egy v¶eges ¡X
m¶ert¶ek az egys¶egsugar¶u IRn beli Sn = fs j s 2 IRn; jjsjj = 1g hipergÄombÄon
¶ertelmezve, ¶es egy ¹ 2 IRn vektor, hogy X karakterisztikus fÄuggv¶eny¶ere tel-
jesÄuljÄon, hogy
ª®(t) =
=
(
exp(¡ R
Sn
j(tT s)j®[1 ¡ i(sign((tT s)) tan ¼®
2
)]¡X(ds) + i(tT ¹)) ; ® 6= 1
exp(¡ R
Sn
j(tT s)j[1 + i 2¼ sign((tT s)) ln j(tT s)j]¡X(ds) + i(tT ¹)) ; ® = 1
(10)
A (¡X ; ¹) p¶ar egy¶ertelm}u.
A ¡X m¶ert¶eket a stabil v¶eletlen vektor spektr¶alm¶ert¶ek¶enek nevezzÄuk. Ez
a m¶ert¶ek le¶³rja a fÄugg}os¶egi strukt¶ur¶at a v¶altoz¶ok kÄozÄott. Ha X szimmetrikus
stabil eloszl¶as¶u ® kitev}ovel IRn-ben, akkor a karakterisztikus fÄuggv¶eny a
ª®(t) = exp
³
¡
Z
Sn
j(tT s)j®¡X(ds)
´
egyszer}ubb alakban ¶³rhat¶o fel, ahol ¡X az egy¶ertelm}u szimmetrikus spektr¶al-
m¶ert¶ek. Ha X tÄobbv¶altoz¶os stabil eloszl¶as¶u 0 < ® < 2 stabilit¶asi indexszel,
akkor X komponenseinek Äosszes line¶aris kombin¶aci¶oja is stabil eloszl¶ast kÄovet
ugyanazzal az ®-val, azaz a stabilit¶asi tulajdons¶ag eszerint a de¯n¶³ci¶o szerint
is igaz. Legyen most X 2 IRn hozamvektor tÄobbv¶altoz¶os stabil eloszl¶as¶u
(10) szerint, valamint w 2 IRn mint kor¶abban. Ekkor Xp = (wT X) =Pn
i=1 wiXi stabil eloszl¶as¶u S®(¯p; °p; ±p) param¶eterekkel. A (10) karakte-
risztikus fÄuggv¶eny alapj¶an a ¯p; °p; ±p param¶eterek meghat¶arozhat¶oak.
A sk¶alaparam¶eter:
°Xp =
µZ
Sn
j(wT s)j®¡X(ds)
¶ 1
®
: (11)
Legyen az XT = (X1; X2; . . . ;Xn) ¶arfolyamv¶altoz¶as vektor (10) karakte-
risztikus fÄuggv¶eny}u tÄobbv¶altoz¶os stabil eloszl¶as¶u 1 < ® < 2 karakterisztikus
kitev}ovel, a jelÄol¶esek a kor¶abbiaknak megfelel}oek. A sk¶alaparam¶etert (11)
szerint de¯ni¶aljuk. A portf¶oli¶o optimaliz¶al¶asi probl¶ema ekkor:
min
w
hµZ
Sn
j(wT s)j®¡X(ds)
¶ 1
® i
;
wT ¹ ¸ ¸ ;
wT e = 1 ;
(12)
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ahol e az n dimenzi¶os Äosszegz}o vektor, ¸ a befektet}o ¶altal meghat¶arozott
elv¶art hozamszint.
A portf¶oli¶o modellek c¶elja a portf¶oli¶oban szerepl}o r¶eszv¶enyek s¶ulyainak
megv¶alaszt¶asa, ez¶altal optim¶alis befektet¶esi strukt¶ura kialak¶³t¶asa. A t}okepiaci
¶arfolyamok modellje (Capital Asset Pricing Model, CAPM, Sharpe (1964) ¶es
Lintner (1965) a r¶eszv¶enyek elv¶art hozam¶at a piacon el¶erhet}o kock¶azatmentes
befektet¶es ¶es a piaci portf¶oli¶o kÄulÄonbs¶eg¶eb}ol ad¶od¶o tÄobblethozam fÄuggv¶eny¶e-
ben vizsg¶alja. JelÄolje XM a piaci portf¶oli¶o, Xi az i-edik r¶eszv¶eny hozam¶at,
¶es r a kock¶azatmentes hozamot. Ekkor a CAPM modell form¶alisan
E(Xi ¡ r) = ¯iE(XM ¡ r)
alakban ¶³rhat¶o, ahol
¯i =
Cov(Xi; XM )
VarXM
:
A r¶eszv¶enyekre jellemz}o ¯i ¶ert¶ek4 le¶³rja a r¶eszv¶eny ¶es a piac kapcsolat¶at a
piaci v¶altoz¶asokra adott ¶arfolyamv¶altoz¶ason keresztÄul. Ha ¯i > 1, akkor
az i-edik r¶eszv¶eny tart¶asa nagyobb hozamot ¶³g¶er, mint a piaci portf¶oli¶o, ha
¯i < 1, akkor ez a hozam pr¶emium kisebb. Az egyenlet ¶atalak¶³that¶o a
Xi ¡ r = ¯i(XM ¡ r) + ²i
alakba, ahol E(²i) = 0 ¶es Cov(²; XM ) = 0. Az egyenletet gyakran a hozamok
egyt¶enyez}os modellj¶enek nevezik. A r¶eszv¶enyek kock¶azat¶ara
¾2Xi = ¯
2
i ¾
2
XM + ¾
2
²i ;
ahol az els}o tag jelenti a szisztematikus kock¶azatot, m¶³g a m¶asodik tag a
rezidu¶alis kock¶azatot. A portf¶oli¶o b¶et¶aj¶at a r¶eszv¶enyek b¶et¶aj¶anak s¶ulyozott
¶atlag¶aval kapjuk, m¶³g a portf¶oli¶o kock¶azata hasonl¶oan az egyes r¶eszv¶enyekhez
¾2Xp = ¯
2
p¾
2
XM + ¾
2
²p;
¾2²p =
nX
i=1
w2i ¾
2
²i
;
ha felt¶etelezzÄuk, hogy a rezidu¶alisok p¶aronk¶ent fÄuggetlenek.
A fenti modellek kÄozÄos jellemz}oje, hogy a portf¶oli¶o kock¶azat¶at a portf¶oli¶o
hozam eloszl¶as¶anak valamely sz¶or¶od¶asi mutat¶oj¶aval, a sz¶or¶asn¶egyzettel vagy a
sk¶alaparam¶eterrel m¶eri. A kock¶azatkezel¶esben alkalmazott m¶asik megkÄozel¶³-
t¶es szerint a portf¶oli¶ok tart¶as¶ab¶ol ered}o kock¶azatot olyan kock¶azati m¶ert¶ekkel
kell m¶erni, amely rendelkezik a (i) monotonit¶as, (ii) szubadditivit¶as, (iii)
pozit¶³v homogenit¶as, (iv) eltol¶as ekvivariancia tulajdons¶agaival. Ezeknek a
tulajdons¶agoknak a megkÄovetel¶ese gyakorlati szempontb¶ol fontos (G¶all ¶es
Pap (2004)):
4A ¯ jelÄol¶es itt a szakirodalomban ¶altal¶anosan haszn¶alt jelÄol¶es, ¶es nincs ÄosszefÄugg¶esben
a stabil ¯ ferdes¶egi param¶eterrel.
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(i) ha egy portf¶oli¶o minden esetben tÄobbet ¶³g¶er egy m¶asik portf¶oli¶on¶al,
akkor annak ne legyen nagyobb a kock¶azata;
(ii) k¶et portf¶oli¶ot egybet¶eve ne nÄovekedhessen a kock¶azat, azaz a portf¶oli¶ok
kock¶azat¶anak Äosszeg¶et nem haladhatjuk meg;
(iii) megtÄobbszÄorÄozve a portf¶oli¶ot, ¶am megtartva annak Äosszet¶etel¶et, a koc-
k¶azatoss¶ag a nagys¶aggal ar¶anyosan v¶altozzon;
(iv) ha biztosan realiz¶alunk egy p¶otl¶olagos adott Äosszeg}u p¶enz¶araml¶ast, ak-
kor a portf¶oli¶o kock¶azatoss¶aga ennek a p¶enz¶araml¶asnak a nagys¶ag¶aval
csÄokkenjen.
Ha egy kock¶azati m¶ert¶ek teljes¶³ti a felt¶eteleket, akkor koherens m¶ert¶eknek
nevezzÄuk. Ezek a felt¶etelek a sz¶or¶as ¶es sk¶alaparam¶eter eset¶eben nem tel-
jesÄulnek, s}ot, a n¶epszer}ubb VaR (Value-at-Risk, kock¶aztatott ¶ert¶ek) mutat¶o
sem koherens, mert nem teljes¶³ti a szubadditivit¶asi felt¶etelt. A VaR helyett
haszn¶alhat¶o az Expected Shortfall mutat¶o, amely koherens kock¶azati m¶ert¶ek.
A hozamok sz¶am¶³t¶asa az ¶arfolyamv¶altoz¶asok alapj¶an tÄobbf¶ele modellben
is lehets¶eges. A leggyakrabban haszn¶alt modell a relat¶³v (sz¶azal¶ekban kife-
jezett) hozam
Rt =
Pt
Pt¡1
¡ 1; (13)
¶es a folytonosan sz¶am¶³tott (continuously-compounded rate) logaritmikus ho-
zam
rt = ln
³ Pt
Pt¡1
´
= ln(Rt + 1); (14)
ahol Pt ¶es Pt¡1 jelenti a r¶eszv¶eny ¶ar¶at az t-edik ¶es t ¡ 1-edik id}opillanatban.
Ezt a modellt egy napos (one-day, single-period) modellnek nevezik. Ha Rt
¶ert¶eke kicsi, akkor ln(1 + Rt) ¼ Rt a logaritmus fÄuggv¶eny sorfejt¶ese miatt,
ez¶ert a k¶et modell nagyon hasonl¶o eredm¶enyt ad.
A logaritmikus hozam modell haszn¶alat¶anak el}onye, hogy az eltelt id}ore
n¶ezve addit¶³v. A portf¶oli¶o hozama a logaritmikus modell szerint:
rpt = ln
³ nX
i=1
wie
rit
´
; (15)
ahol w a portf¶oli¶o vektor, rit jelÄoli az i-edik r¶eszv¶eny hozam¶at a t-edik
id}opontban.
Elemz¶esemben a Budapesti ¶Ert¶ekt}ozsde vezet}o r¶eszv¶enyeinek ri logaritmi-
kus hozameloszl¶as¶anak param¶etereit sz¶am¶³tottam ki. A n¶egy stabil param¶eter
¶arfolyamok eset¶en szeml¶eletes jelent¶essel rendelkezik. Az ® alakparam¶eter,
amely tal¶an a n¶egy param¶eter kÄozÄul a legfontosabb, jellemzi a farkak vastag-
s¶ag¶at (heaviness) ¶es a cs¶ucsoss¶agot (peakedness). Az ¶arfolyamok eset¶eben
min¶el alacsonyabb az ® param¶eter ¶ert¶eke, ann¶al nagyobb val¶osz¶³n}us¶eggel
kÄovetkezik be extr¶em ¶aringadoz¶as az adott r¶eszv¶eny ¶arfolyam¶aban, ez¶ert
ann¶al kock¶azatosabbnak tekinthet}o. A ¯ aszimmetria param¶eter ¶³rja le az el-
oszl¶as ferdes¶eg¶et: ha ¶ert¶eke negat¶³v, akkor az eloszl¶as balra ferde, ¶es nagyobb
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val¶osz¶³n}us¶eggel csÄokken az ¶arfolyam, m¶³g ha pozit¶³v, akkor jobbra ferde, ¶es
emelkedik az ¶arfolyam. A ° sk¶alaparam¶eter ¶es a ± helyparam¶eter a norm¶alis
eloszl¶as sz¶or¶as¶ahoz ¶es v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶ehez hasonl¶o szerepet tÄolt be. A ± hely-
param¶eter az eloszl¶as kÄoz¶eppontj¶at adja meg, teh¶at a v¶arhat¶o hozamot jelenti.
A sk¶alaparam¶eter a meg¯gyel¶esek sz¶or¶od¶as¶at jellemzi, azaz a v¶altoz¶ekonys¶a-
got (volatilit¶ast), a kock¶azatoss¶agot ¶³rja le.
A portf¶oli¶o feladat megold¶as¶ahoz elengedhetetlen a param¶eterek megb¶³z-
hat¶o, pontos becsl¶ese. A param¶eterek becsl¶es¶ere a szakirodalomban sz¶amos
megkÄozel¶³t¶es l¶etezik. Az ismert elj¶ar¶asokr¶ol r¶eszletes le¶³r¶ast ad ¶es Äosszehason-
l¶³t¶o tanulm¶anyt mutatott be p¶eld¶aul Weron (1995), ¶es Borak et al . (2005).
Az egyik legegyszer}ubb megkÄozel¶³t¶es l¶enyege, hogy log-log sk¶al¶an ¶abr¶azol-
juk a meg¯gyel¶eseket ¶es a meg¯gyel¶eshez tartoz¶o val¶osz¶³n}us¶egeket, Mandel-
brot (1964). Ekkor ha a minta ®-stabil eloszl¶as¶u, akkor az empirikus eloszl¶as-
fÄuggv¶eny pontjai a farkakn¶al egy ¡® meredeks¶eg}u egyeneshez illeszkednek.
Ez az ÄosszefÄugg¶es az eloszl¶as fark¶anak aszimptotikus Pareto-viselked¶es¶eb}ol
vezethet}o le. Ez a gra¯kus m¶odszer nem biztos¶³t megfelel}o param¶eterbecsl¶esi
lehet}os¶eget, mert csak nagy mint¶ak eset¶eben haszn¶alhat¶o, ¶es csak az alak-
param¶eter becsl¶es¶ere. Vizsg¶alatok azt mutatj¶ak, hogy az ¶altal¶anos Pareto-
modell alkalmaz¶asa 1 < ® < 2 esetben felÄulbecsÄuli az ® param¶etert; p¶eld¶aul
egy szimul¶alt ® = 1:9 param¶eter}u mint¶ara N = 104 meg¯gyel¶esre 4 kÄorÄuli ®
becsl¶es ad¶odott (Borak et al. (2005)).
Az aszimptotikus Pareto-eloszl¶asra vonatkoz¶o tulajdons¶agb¶ol vezethet}ok
le a farokindex becsl¶esek, amelyek az eloszl¶as parametrikus alakj¶ara n¶ezve
semmilyen felt¶etelez¶essel nem ¶elnek. Ezek a becsl¶esek csak az aszimptotikus
viselked¶es le¶³r¶as¶ara haszn¶alhat¶ok, az eg¶esz eloszl¶as alakj¶anak vizsg¶alat¶ara al-
kalmatlanok. A farokindex becsl¶esek sem megb¶³zhat¶oak, mert er}osen fÄugge-
nek att¶ol, hogy melyik empirikus kvantilis ut¶an tekintjÄuk az aszimptotikus
viselked¶est. Hab¶ar a farokindex becsl¶esek Äonmagukban nem megb¶³zhat¶o
becsl¶esei a karakterisztikus kitev}onek, m¶egis a gyakorlatban egyszer}us¶egÄuk
miatt haszn¶alj¶ak }oket. A legelterjedtebb farokindex becsl¶es a Hill-becsl¶es
(Hill (1975)). A Hill-becsl¶esnek sz¶amos v¶altozata ismert, amelyekr}ol Äossze-
hasonl¶³t¶o kritikai elemz¶est mutatott be McCulloch (1997).
Kvantiliseken alapul¶o becsl¶eseket dolgozott ki Fama ¶es Roll (1971,1968),
illetve McCulloch (1986). Fama ¶es Roll a szimmetrikus esetre adtak kezdet-
leges becsl¶est empirikus meg¯gyel¶esek alapj¶an. Becsl¶esÄuk egyszer}uen sz¶am¶³t-
hat¶o, de torz¶³tott. McCulloch kieg¶esz¶³tette Fama ¶es Roll Äotlet¶et az ¶altal¶anos
esetre, eltÄuntette a torz¶³totts¶agot, ¶es mind a n¶egy param¶eterre konzisztens
becsl¶est adott. Ha az adatok stabil eloszl¶asb¶ol sz¶armaznak, ¶es a minta kell}oen
nagy, akkor ez a m¶odszer megb¶³zhat¶o becsl¶est szolg¶altat. A m¶odszer jelent}os
sz¶am¶³t¶asi ig¶ennyel rendelkezik, illetve bizonyos seg¶ed konstansokra is szÄuks¶eg
van, amelyeknek a meghat¶aroz¶asa nem egy¶ertelm}u. Szimul¶aci¶os vizsg¶alatok
alapj¶an a McCulloch becsl¶es pontoss¶aga kiel¶eg¶³t}o (Weron (1995)).
A maximum likelihood (ML) becsl¶es a hagyom¶anyos m¶odon nem alkal-
mazhat¶o, mert a s}ur}us¶egfÄuggv¶eny nem ismert z¶art alakban. A ML m¶odszerrel
val¶o becsl¶eshez Nolan (2001) dolgozott ki numerikus elj¶ar¶ast, amely a Mc-
Culloch ¶altal le¶³rt kvantilis becsl¶est haszn¶alja kÄozel¶³t}o kezdeti ¶ert¶eknek, majd
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felt¶eteles kv¶azi-Newton m¶odszerrel maximaliz¶alja a likelihood fÄuggv¶enyt. A
ML becsl¶es ismert kedvez}o tulajdons¶agai, ¶ugymint a konzisztencia ¶es aszimp-
totikus normalit¶as a stabil eloszl¶asok eset¶eben is ¶erv¶enyesÄulnek. Ellenben
sz¶am¶³t¶asi ig¶enye jelent}os, ahogy Weron (1995) fogalmaz, "online val¶os idej}u
sz¶am¶³t¶asokra egy¶altal¶an nem haszn¶alhat¶o".
A karakterisztikus fÄuggv¶eny kÄozvetlenÄul is haszn¶alhat¶o a szimmetrikus
esetben, mert ebben az esetben a fÄuggv¶eny val¶os fÄuggv¶eny. A karakterisz-
tikus fÄuggv¶eny ismert, ez¶ert sok szerz}o haszn¶alja, kombin¶alja azt kÄulÄonbÄoz}o
m¶odszerekkel, pl. momentumok m¶odszere, ML m¶odszer. Az empirikus karak-
terisztikus fÄuggv¶enyt haszn¶alja Press (1972) minim¶alis t¶avols¶agon alapul¶o
becsl¶esekhez. A karakterisztikus fÄuggv¶enyen alapul¶o regresszi¶os m¶odszert
mutatott be Koutrouvelis (1980), majd ennek a m¶odszernek a jav¶³t¶as¶at Ko-
gon ¶es Williams (1998).
A stabil param¶eterek becsl¶es¶ere a bemutatott m¶odszereken k¶³vÄul m¶eg
sz¶amos megkÄozel¶³t¶es ismert. A kÄovetkez}o szakaszban r¶eszletesen ismertetem
a dolgozatomban alkalmazott becsl¶esi elj¶ar¶ast, amely szint¶en saj¶at eredm¶eny.
3 A PIT param¶eterbecsl¶esi elj¶ar¶as
Az M-becsl¶esek csoportj¶aba tartoz¶o robusztus statisztikai technik¶at mutat-
tam be szimmetrikus stabil eloszl¶asok param¶eterbecsl¶es¶ere, az 1 < ® < 2
esetre a Csendes (2013) dolgozatban. A m¶odszer szimul¶aci¶os vizsg¶alatok
alapj¶an hasonl¶o tulajdons¶agokkal (variancia, MSE ¶ert¶ek) rendelkezik, mint
a szakirodalomban ismert m¶odszerek, Csendes ¶es Fegyverneki (2014). Hasz-
n¶alat¶anak el}onye, hogy kÄonnyen implement¶alhat¶o, ¶es megb¶³zhat¶o eredm¶enyt
ad, valamint a m¶odszer fut¶asid}oben nem haszn¶al numerikus integr¶al¶ast, ¶³gy
gyorsabb, mint a ML m¶odszer. Az elj¶ar¶as implement¶al¶as¶ahoz szÄuks¶eges Äosszes
fÄuggv¶eny kÄozel¶³t¶ese rendelkez¶esre ¶all.
Az M-becsl¶esek (maximum likelihood t¶³pus¶u becsl¶esek) a
P¡ log f(xi)
loglikelihood fÄuggv¶eny helyett a
P
½(xi) fÄuggv¶enyt minimaliz¶alj¶ak, ahol ½ egy
alkalmas fÄuggv¶eny, xi mintaelemek. Legyen Ã(x) = d½(x)=dx fÄuggv¶eny a ½
fÄuggv¶eny deriv¶altja, ekkor a minimaliz¶al¶as di®erenci¶al¶assal ¶es az
P
Ã(xi) = 0
egyenlet megold¶as¶aval val¶os¶³that¶o meg. A ½ illetve Ã fÄuggv¶enyek megv¶alasz-
t¶asa kÄulÄonbÄoz}o becsl¶eseket eredm¶enyez, Huber (1964).
Ismert ® param¶eter eset¶en a stabil eloszl¶asb¶ol sz¶armaz¶o minta hely ¶es
sk¶alaparam¶eter¶enek egyÄuttes becsl¶es¶ere haszn¶alhat¶o a Huber (1981) ¶altal de-
¯ni¶alt k¶et v¶altoz¶os M-becsl¶es. A becsl¶esi elj¶ar¶ast Fegyverneki (2003) alapj¶an
mutatom be. Legyenek x1; x2; . . . ; xn meg¯gyel¶esek, melyek az F eloszl¶asb¶ol
sz¶armaznak. Legyen F0((x ¡ T )=S) = F (x), azaz F ¶es F0 azonos t¶³pus¶u,
F0 az eloszl¶ast¶³pus kitÄuntetett tagja, ¶es az S sk¶ala ¶es T helyparam¶etert F0-
hoz k¶epest de¯ni¶aljuk. A hely ¶es sk¶alaparam¶eter (T;S) egyÄuttes M-becsl¶ese
(Tn; Sn) a kÄovetkez}o egyenletrendszer megold¶asa:X
Ã
³xi ¡ Tn
Sn
´
= 0;
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X
Ã2
³xi ¡ Tn
Sn
´
= (n ¡ 1)B;
ahol Ã alkalmas s¶ulyfÄuggv¶eny, B egy konstanst jelÄol, melynek ¶ert¶eke 1=12, ha
a mintaelemek eloszl¶asa ¶eppen F0, ¶es
B = D2F» (Ã(»));
egy¶ebk¶ent. A fenti egyenletrendszer fel¶³r¶as¶ahoz a Probability Integral Trans-
formation (PIT) technik¶at ¶es a momentumok m¶odszer¶et haszn¶aljuk.
Az egyenletrendszer iterat¶³v algoritmussal, az ¶un. ping-pong m¶odszerrel
oldhat¶o meg. A m¶odos¶³tott Newton-m¶odszer alapj¶an az al¶abbi k¶et egyenletet
felv¶altva oldjuk meg: az els}o egyenletb}ol kapott helyparam¶etert a m¶asodikba
helyettes¶³tve ¶uj sk¶alaparam¶eter ¶ert¶ekhez jutunk, azt¶an ezt felhaszn¶alva ism¶et
az els}o egyenletet sz¶am¶³tjuk ki. A k¶³v¶ant pontoss¶ag el¶er¶es¶eig ism¶eteljÄuk a
l¶ep¶eseket.
A helyparam¶eter kÄozel¶³t¶ese:
T (m+1)n = T
(m)
n +
1
n
S(m)n
nX
i=1
Ã
³xi ¡ T (m)n
S
(m)
n
´
;
A sk¶alaparam¶eter kÄozel¶³t¶ese:
[S(m+1)n ]
2 =
1
(n ¡ 1)B
nX
i=1
Ã2
³xi ¡ T (m+1)n
S(m)n
´
[S(m)n ]
2:
A Ã s¶ulyfÄuggv¶eny:
Ã(x) = F0(x) ¡ 1
2
: (16)
A kezdeti ¶ert¶ekek:
T (0)n = medfxig;
S(0)n = C ¢ MAD;
ahol medfxig jelÄoli a medi¶ant, MAD jelÄoli a medi¶an abszol¶ut elt¶er¶est MAD =
medfjxi ¡ medfxigjg, S(m)n ¶es T (m)n az S sk¶ala- ¶es T helyparam¶eter aktu¶alis
becsl¶esei az m-edik iter¶aci¶oban. A C konstans ¶ert¶eke C = F¡10 (3=4), ame-
lyet a kezdeti becsl¶es torz¶³tatlans¶aga miatt alkalmazunk (F0 szimmetrikus
eloszl¶as).
A ping-pong m¶odszer seg¶³ts¶eg¶evel rÄogz¶³tett ® eset¶en, azaz ha F0 = F0;® is-
mert, a hely- ¶es sk¶alaparam¶eter becsÄulhet}o. Ha az alakparam¶etert is a mint¶a-
b¶ol becsÄuljÄuk, akkor F0;® nem ismert. A becsl¶esi elj¶ar¶asban az F0;® eloszl¶asra
a Ã fÄuggv¶eny illetve a B fÄuggv¶eny sz¶am¶³t¶asakor van szÄuks¶eg. Mivel az F0;®
nem ismert, a stabil eloszl¶asok csal¶adj¶anak k¶et ismert szimmetrikus tagj¶at,
a norm¶alis eloszl¶ast (® = 2), ¶es a Cauchy-eloszl¶ast (® = 1) haszn¶aljuk a Ã
fÄuggv¶enyben (16) a sk¶alaparam¶eter meghat¶aroz¶as¶ahoz. Teh¶at, a sk¶alapara-
m¶eter becsl¶es¶et mind a k¶et ismert eloszl¶asfÄuggv¶eny haszn¶alat¶aval el}o¶all¶³tjuk.
A B konstans szint¶en tartalmazza a Ã fÄuggv¶enyt, illetve fÄugg az ® pa-
ram¶etert}ol az integrandus miatt is, ez¶ert legyen B(®) a tov¶abbiakban az ®
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param¶eter fÄuggv¶enye. Helyettes¶³tsÄuk be a norm¶alis ¶es a Cauchy-eloszl¶ast a
B(®) fÄuggv¶enyekbe:Z 1
¡1
³ 1
¼
arctanx
´2
dF® =
Z 1
¡1
³ 1
¼
arctanx
´2
f®(x) dx = B1(®);
ha F0 a standard Cauchy eloszl¶as, ¶esZ 1
¡1
³
©(x) ¡ 1
2
´2
dF® =
Z 1
¡1
³
©(x) ¡ 1
2
´2
f®(x) dx = B2(®);
ha F0 standard norm¶alis. A B1 ¶es B2 fÄuggv¶enyeket el}ozetesen racion¶alis
tÄortfÄuggv¶ennyel kÄozel¶³tettem a numerikus integr¶al¶as elkerÄul¶ese, ¶es ez¶altal az
algoritmus gyors¶³t¶asa miatt (Csendes (2013)).
A sk¶alaparam¶eter meghat¶aroz¶asa a B(®) fÄuggv¶eny miatt az ismeretlen
® param¶etert}ol fÄugg. Ha tetsz}oleges ® ¶ert¶eket v¶alasztan¶ank az [1; 2] inter-
vallumb¶ol a ° param¶eter becsl¶es¶ehez, akkor a becsl¶es torz¶³tott lenne, mivel
nem a megfelel}o F0;®-t alkalmaztuk. A minta val¶odi ® param¶etere eset¶en ez
a torz¶³totts¶ag elt}unik, a B ¶es Ã fÄuggv¶enyekben l¶ev}o torz¶³totts¶ag kiegyenl¶³ti
egym¶ast.
A val¶odi ®^ param¶eter becsl¶es meghat¶aroz¶as¶ahoz felhaszn¶aljuk a Cauchy
¶es a norm¶alis eloszl¶assal sz¶am¶³tott sk¶alaparam¶eter becsl¶eseket. Ha ®-t foly-
tonosan v¶altoztatjuk az [1; 2] intervallumon (rÄogz¶³tett F0;® eset¶en), akkor a
sk¶alaparam¶eter becsl¶esek ® monoton nÄovekv}o, konk¶av fÄuggv¶eny¶et adj¶ak. Ha
mind a k¶et ismert eloszl¶asfÄuggv¶eny eset¶en kisz¶am¶³tjuk a sk¶alaparam¶etereket,
akkor k¶et monoton nÄovekv}o, konk¶av gÄorb¶et kapunk, melyeknek a metsz¶es-
pontja ¶eppen a minta val¶odi ® param¶eter¶en¶el van. A metsz¶espont meghat¶a-
roz¶as¶ahoz v¶alasszuk a kezdeti ¶ert¶ekeket ® = 1 ¶es ® = 2-k¶ent, ¶es hat¶arozzuk
meg a sk¶alaparam¶eter ¶ert¶ekeket ezekhez a kezdeti ® param¶eterekhez. Ezut¶an
intervallumfelez¶essel kÄozel¶³thet}o a k¶et gÄorbe metsz¶espontja tetsz}oleges pon-
toss¶aggal.
A PIT m¶odszerrel val¶o becsl¶es kÄonnyen implement¶alhat¶o, ¶es rendelkezik a
robusztus statisztik¶aban ismert V-robusztus, B-robusztus, kvalitat¶³v robusz-
tus (l¶asd Huber (1981)) tulajdons¶agokkal. Kev¶esb¶e ¶erz¶ekeny az outlierekre,
¶es megb¶³zhat¶o eredm¶enyt ad. Vannak azonban korl¶atai is: csak abban az es-
etben haszn¶alhat¶o, amikor a ferdes¶egi param¶eter ¶ert¶eke nulla, mert a sk¶alapa-
ram¶eter kÄozel¶³t¶esek meghat¶aroz¶as¶an¶al a m¶odszer az ismert eloszl¶asfÄuggv¶eny}u
Cauchy ¶es a norm¶alis eloszl¶asra t¶amaszkodik, amelyek szimmetrikusak. A
m¶odszer csak az 1 < ® < 2 param¶eter ¶ert¶ekekre m}ukÄodik, mert az algorit-
musban haszn¶alt fÄuggv¶enykÄozel¶³t¶eseket csak erre a param¶eter tartom¶anyra
hat¶aroztam meg. B¶ar numerikusan ® < 1 -re is kisz¶am¶³that¶o lenne a B
fÄuggv¶eny, ebben az esetben a stabil eloszl¶as v¶arhat¶o ¶ert¶eke nem v¶eges. A
portf¶oli¶o optimaliz¶al¶asi feladatban a v¶arhat¶o hozamnak l¶eteznie kell, teh¶at
gyakorlati szempontb¶ol az a tartom¶any kev¶esb¶e fontos, amely eset¶en nem
l¶etezik a v¶arhat¶o ¶ert¶ek.
Ha az ® param¶eter kÄozel esik valamelyik v¶egponthoz, ¶es a minta kicsi,
akkor el}ofordulhat, hogy a k¶et sk¶alaparam¶eter gÄorb¶enek nincsen metsz¶es-
pontja az (1; 2) intervallumon. Ennek oka a v¶eletlen mint¶ak gener¶al¶as¶an¶al
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szerepet j¶atsz¶o v¶eletlen hat¶as. Ilyenkor a m¶odszer nem ad ¶erv¶enyes becsl¶est
az alakparam¶eterre. Szimul¶aci¶ok alapj¶an ez 50-100 elem}u mint¶ak eset¶en az
ism¶etl¶esek 1-6%-¶an¶al, 400 elem}u mint¶akn¶al viszont m¶ar egy¶altal¶an nem for-
dult el}o.
4 Eredm¶enyek
A dolgozatomban vizsg¶alt adatsorok r¶eszv¶enyek napi z¶ar¶o¶ar adatait tartal-
mazz¶ak 2004.01.01 ¶es 2012.12.31 kÄozÄott. Az adatok forr¶asa a www.portfolio.hu
weboldal. A vizsg¶alt r¶eszv¶enyek: OTP, Richter, Egis, Magyar Telekom, MOL,
valamint a BUX Budapesti ¶Ert¶ekt}ozsde hivatalos indexe. Abban az esetben,
amikor az adatsorb¶ol hi¶anyzott az aznapi z¶ar¶o¶ar, az ¶arfolyamv¶altoz¶ast az
el}oz}o napi megl¶ev}o adatb¶ol sz¶am¶³tottam. Az 1. ¶abra a napi z¶ar¶o¶ar adatokat
mutatja.
1. ¶abra. A r¶eszv¶enyek napi z¶ar¶o¶arainak alakul¶asa a vizsg¶alt id}oszakban
A r¶eszv¶enyenk¶enti adatsorokb¶ol a (14) formula alapj¶an meghat¶aroztam a
napi logaritmikus hozamokat, melyeket a 2. ¶abra mutat. A hozamok ¶abr¶aj¶an
meg¯gyelhet}o a p¶enzÄugyi v¶als¶ag hat¶as¶ara az ¶un. volatility clustering jelens¶eg,
azaz l¶atszik, hogy a v¶als¶ag kirobban¶as¶at kÄovet}o id}oben sokkal volatilisebbek
lettek a r¶eszv¶enyek, mindegyik r¶eszv¶eny ¶ara drasztikus ingadoz¶asnak volt
kit¶eve.
Felt¶eteleztem, hogy a napi ¶arfolyamadatokb¶ol k¶epzett minta fÄuggetlen,
azonos eloszl¶asb¶ol sz¶armazik. A r¶eszv¶enyenk¶enti adatsorokat k¶et v¶altoz¶ora
bontottam p¶aros-p¶aratlan sorsz¶am alapj¶an, ¶es Â2 teszttel vizsg¶altam a k¶et
v¶altoz¶o fÄuggetlens¶eg¶et. A teszt nem utas¶³totta el a fÄuggetlens¶eget 95%-os
szigni¯kancia szinten abban az esetben, amikor a feloszt¶as intervallumainak
sz¶ama 2-3 volt, de tÄobb intervallumra oszt¶as eset¶en m¶ar igen. A fÄuggetlens¶eget
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a vizsg¶alat m¶asodik fel¶eben bemutatott mozg¶oablakok eset¶en is teszteltem, az
50 elem}u ablakokn¶al ¶altal¶aban teljesÄult a fÄuggetlens¶eg krit¶eriuma. A vizsg¶alat
eredm¶enyeit terjedelmi okokb¶ol nem r¶eszleteztem.
2. ¶abra. Logaritmikus hozamok
A logaritmikus hozamok eloszl¶as¶anak vizsg¶alat¶ahoz gyakoris¶agi hisztogra-
mon (3. ¶abra) ¶abr¶azoltam az adatokat. A hisztogramokon l¶athat¶oak a hozam-
adatokra illesztett norm¶alis eloszl¶asok gÄorb¶ei is. A hisztogramokb¶ol kit}unik,
hogy a norm¶alis modell nem illeszthet}o az adatokra, azok eloszl¶asa ink¶abb
heavy-tailed eloszl¶ast kÄovet.
Meghat¶aroztam a PIT becsl¶essel a mint¶ak ®^ alak-, ±^ hely- ¶es °^ sk¶alapara-
m¶eter becsl¶eseit a szimmetria felt¶etelez¶ese mellett. A sz¶am¶³tott param¶eter-
¶ert¶ekeket mutatja az 1. t¶abl¶azat . Az eredm¶enyek szerint az OTP ¶es az Egis
valamivel kock¶azatosabbnak bizonyult, a Richter, Mol ¶es M. Telekom pap¶³rjai
egy kicsivel stabilabbak, kev¶esb¶e kock¶azatosak. A ° param¶eter ¶ert¶eke az OTP
eset¶eben a legmagasabb, ° = 0:0211, ami arra utal, hogy a vizsg¶alt pap¶³rok
kÄozÄul az OTP-re volt legnagyobb hat¶asa a p¶enzÄugyi v¶als¶agnak.
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3. ¶abra. A r¶eszv¶enyek hozama logaritmikus modell szerint
Mivel a volatilisebb id}oszakokban az ¶arfolyam v¶altoz¶asok ¶atlaga elt¶avo-
lodhat null¶at¶ol, a logaritmikus hozam ¶es a (13) formula alapj¶an de¯ni¶alt
sz¶azal¶ekos hozam ebben az id}oszakban elt¶erhet. A stabil param¶etereket a sz¶a-
zal¶ekos hozamok eset¶en is meghat¶aroztam, azonban az eredm¶enyek alapj¶an a
teljes vizsg¶alt id}oszakban meg¯gyelt eloszl¶as param¶etereiben ez a kÄulÄonbs¶eg
nem jelent sz¶amottev}o v¶altoz¶ast. A dolgozat eredm¶enyeit a logaritmikus
modellben ismertetem. A (13) formula alapj¶an sz¶am¶³tott sz¶azal¶ekos hozamok
eloszl¶as¶anak becsÄult param¶etereit mutatja a 2. t¶abl¶azat .
A STABLE programmal sz¶am¶³tott param¶eter becsl¶esek eredm¶enyeit tar-
talmazza a 3. t¶abl¶azat. Az egyes r¶eszv¶enyek alakparam¶eter¶ere a k¶et m¶odszer-
rel nagyon hasonl¶o eredm¶enyt kaptam. A STABLE programmal sz¶am¶³tott
® param¶eter ¶ert¶ekek minden esetben egy kicsivel (kb. 1-2 sz¶azaddal) ala-
csonyabbak, de kock¶azatoss¶ag szempontj¶ab¶ol ugyanaz a sorrend alakul ki.
A ¯ ferdes¶egi param¶eter ¶ert¶eke minden r¶eszv¶eny eset¶en null¶ahoz kÄozeli, a
legink¶abb szimmetrikus ¶arfolyam¶u pap¶³r az Egis (¯ = ¡0:0037) ¶es az M.
Telekom (¯ = ¡0:0070). A sk¶ala ¶es helyparam¶eter becsl¶esek is hasonl¶oan
alakultak mindk¶et m¶odszerrel.
R¶eszv¶eny ®^ °^ ±^
BUX 1.738710 0.013422 0.000371
EGIS 1.688192 0.016257 0.000356
MOL 1.732882 0.018634 0.000324
MTELEKOM 1.749846 0.013878 -0.000163
OTP 1.701002 0.021068 0.000409
RICHTER 1.764326 0.016072 0.000178
1. t¶abl¶azat. A PIT m¶odszerrel sz¶am¶³tott alak- ®^, hely- ±^ ¶es sk¶ala- °^
param¶eter becsl¶esek a logaritmikus modell szerint
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R¶eszv¶eny ®^ °^ ±^
BUX 1.738707 0.013425 0.000418
EGIS 1.688284 0.016265 0.000426
MOL 1.731482 0.018630 0.000414
MTELEKOM 1.749941 0.013877 -0.000114
OTP 1.702944 0.021094 0.000526
RICHTER 1.762995 0.016065 0.000244
2. t¶abl¶azat. A PIT m¶odszerrel sz¶am¶³tott alak- ®^, hely- ±^ ¶es sk¶ala- °^
param¶eter becsl¶esek a sz¶azal¶ekban kifejezett modell szerint
R¶eszv¶eny ®^ ^¯ °^ ±^
BUX 1.7246 -0.0322 0.00991 0.00043
EGIS 1.6623 -0.0037 0.01212 0.00042
MOL 1.7211 0.0323 0.01376 0.00018
MTELEKOM 1.7359 -0.0070 0.01016 -0.00005
OTP 1.6904 -0.0852 0.01554 0.00080
RICHTER 1.7458 0.0721 0.01184 0.00012
3. t¶abl¶azat. A STABLE programmal sz¶am¶³tott alak- ®^, ferdes¶egi- ^¯,
hely- ±^ ¶es sk¶ala- °^ param¶eter becsl¶esek a logaritmikus modell szerint
R¶eszv¶eny ¶atlag medi¶an sz¶or¶as MAD
BUX 0.000286 0.000531 0.017436 0.012381
EGIS 0.000327 0.000000 0.021753 0.015366
MOL 0.000448 0.000000 0.024080 0.017187
MTELEKOM -0.000341 0.000000 0.017790 0.012699
OTP 0.000182 0.000160 0.028241 0.019900
RICHTER 0.000171 0.000000 0.019769 0.014426
4. t¶abl¶azat. A hely- ¶es sk¶alaparam¶eter robusztus ¶es norm¶alis eloszl¶as
szerinti becsl¶esei a logaritmikus hozamokb¶ol
A hely ¶es sk¶alaparam¶eternek kisz¶am¶³that¶ok a robusztus becsl¶esei ¶ugy,
mint a medi¶an ¶es a medi¶an abszol¶ut elt¶er¶es (Median Absolute Deviation,
MAD), illetve a norm¶alis modellb}ol kiindulva megbecsÄulhet}o az ¶atlag ¶es
sz¶or¶as is. Ezeket a becsl¶eseket tartalmazza a 4. t¶abl¶azat . Az OTP ¶es Egis r¶esz-
v¶enyekre a magas sk¶alaparam¶eter ¶ert¶ek mellett magas sz¶or¶ast ¶es MAD ¶ert¶eket
kaptam, ami Äosszhangban van az alacsonyabb ® param¶eterrel. Valamint
az alakparam¶eter alapj¶an stabilabb, kev¶esb¶e kock¶azatos Richtern¶el ¶es M.
Telekomn¶al a sz¶or¶as ¶es MAD is alacsonyabban alakult. A medi¶an h¶arom
r¶eszv¶enyn¶el (Egis, Mol, M. Telekom) is nulla lett, ¶es a tÄobbi esetben is nagyon
kÄozeli a null¶ahoz, ¶³gy a STABLE program ¯ becsl¶es¶evel is Äosszevetve a szim-
metria mellett sz¶ol¶o eredm¶enyt kaptam.
A mint¶anak a becsÄult stabil param¶eter}u eloszl¶ashoz val¶o illeszked¶es¶et
Kolmogorov-Smirnov pr¶ob¶aval ¶es Â2 goodness-of-¯t tesztekkel ¶ert¶ekeltem. Az
5. t¶abl¶azat a normalit¶as hipot¶ezise ¶es a becsÄult ®-stabil eloszl¶ashoz val¶o Â2
illeszked¶es vizsg¶alat eredm¶eny¶et mutatja. A pr¶ob¶akat a MATLAB szoftver-
csomag chi2gof fÄuggv¶eny¶evel v¶egeztem el. A t¶abl¶azatban a tesztstatisztika
¶ert¶ek¶et, a hozz¶a tartoz¶o p-¶ert¶eket, valamint a szabads¶agi fokot tÄuntettem fel.
Az intervallumok sz¶ama mind a k¶et esetben kezdetben 10 volt, de a norm¶alis
nullhipot¶ezis eset¶eben Äossze kellett vonni intervallumokat. A norm¶alis eloszl¶as
eset¶eben a becsÄult param¶eterek sz¶ama 2, a stabil eloszl¶as eset¶eben 4, ¶³gy a
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kritikus ¶ert¶ekek 95%-os megb¶³zhat¶os¶agi szinten Â25 = 11:0705, illetve Â
2
3 =
7:8147 ¶es Â22 = 5:9915. A teszt elv¶egz¶es¶ehez a hipotetikus stabil eloszl¶asfÄugg-
v¶enyek ¶ert¶ekeit egy tizedenk¶ent vett ® = 1; ® = 1:1; . . . ; ® = 2 nagy elem-
sz¶am¶u v¶eletlen mint¶ak gener¶al¶as¶aval a mint¶ak percentiliseib}ol hat¶aroztam
meg. A Â2 teszt sor¶an a PIT m¶odszerrel becsÄult ® param¶etert kerek¶³tettem
az egy tizedesjegy pontos ® ¶ert¶ekhez, ¶es ehhez a hipotetikus eloszl¶ashoz k¶epest
vizsg¶altam az illeszked¶est. Az elv¶egzett illeszked¶es vizsg¶alat tesztek alapj¶an
azt mondhatjuk, hogy a stabil modellt tÄobb r¶eszv¶eny eset¶eben elfogadhat¶onak
¶ert¶ekelt¶ek a tesztek, m¶³g a normalit¶ast egy¶ertelm}uen el kell utas¶³tanunk.
R¶eszv¶eny N0 : norm¶alis eloszl¶as N0 : stabil eloszl¶as
p-¶ert¶ek tesztstat. sz. fok p-¶ert¶ek tesztstat. sz. fok
BUX 0.0000 52.2043 2 0.0259 12.7440 5
EGIS 0.0000 121.2358 2 0.0025 18.3700 5
MOL 0.0000 103.3843 2 0.1052 9.0975 5
MTELEKOM 0.0000 51.7739 2 0.0001 26.9211 5
OTP 0.0000 108.4685 2 0.5204 4.2039 5
RICHTER 0.0000 82.8593 3 0.0001 25.7553 5
5. t¶abl¶azat. A Â2 pr¶oba eredm¶enyei a logaritmikus hozamokra
Norm¶alis eloszl¶as Stabil eloszl¶as
R¶eszv¶eny p-¶ert¶ek tesztstat. p-¶ert¶ek tesztstat.
BUX 0.0000 0.0566 0.7804 0.0138
EGIS 0.0000 0.0658 0.2179 0.0221
MOL 0.0000 0.0585 0.8810 0.0123
MTELEKOM 0.0000 0.0563 0.0460 0.0288
OTP 0.0000 0.0641 0.8693 0.0125
RICHTER 0.0002 0.0455 0.2748 0.0209
6. t¶abl¶azat. A Kolmogorov-Smirnov pr¶oba eredm¶enyei a logaritmikus
hozamokra
A 6. t¶abl¶azat tartalmazza az elv¶egzett Kolmogorov-Smirnov tesztek p-
¶ert¶ekeit ¶es a tesztstatisztika ¶ert¶ekeket. A 95%-os megb¶³zhat¶os¶agi szinthez
tartoz¶o kritikus ¶ert¶ek a norm¶alis nullhipot¶ezis eset¶en 0:00258, m¶³g stabil el-
oszl¶as¶u nullhipot¶ezis eset¶ere nem ismert a teszt aszimptotikus viselked¶ese. A
stabil nullhipot¶ezis eset¶eben a p-¶ert¶ekek a norm¶alis eloszl¶asra ismert aszimp-
totikus eredm¶enyek alapj¶an kerÄultek meghat¶aroz¶asra. A teszteket a MAT-
LAB kstest fÄuggv¶eny¶evel v¶egeztem el. Az eredm¶enyekb}ol kit}unik, hogy a
hipotetikus ®-stabil eloszl¶asokt¶ol val¶o elt¶er¶es minden esetben kisebb, mint
a norm¶alis eloszl¶ast¶ol val¶o elt¶er¶es, ¶es a teszt csak egy esetben (MTelekom)
utas¶³totta el a stabil nullhipot¶ezist.
A hozamok empirikus eloszl¶asfÄuggv¶eny¶et a norm¶alis eloszl¶ashoz (4. ¶abra),
illetve a becsÄult ® param¶eter}u stabil eloszl¶ashoz (5. ¶abra) illesztve ¶un. q-q
¶abr¶an ¶abr¶azoltam. A q-q ¶abra a meg¯gyelt ¶es az elm¶eleti, hipotetikus per-
centilis ¶ert¶ekeket ¶abr¶azolja. Ha az illeszked¶es megfelel}o, azaz a hipot¶ezisbeli
¶es az empirikus eloszl¶as egyezik, akkor a pontok egy egyeneshez illeszked-
nek. Az elm¶eleti eloszl¶asokat 10 000 elem}u v¶eletlen mint¶ak gener¶al¶as¶aval
¶all¶³tottam el}o. Az ¶abr¶akon l¶athat¶o, hogy a norm¶alis eloszl¶as illeszt¶ese nem
megfelel}o, az eloszl¶as sz¶elein jelent}os elt¶er¶esek ¯gyelhet}ok meg az egyenest}ol.
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Az 5. ¶abr¶an kevesebb pont t¶er el az egyenest}ol az eloszl¶as sz¶elein¶el, teh¶at
gra¯kusan is a v¶arakoz¶asnak megfelel}o eredm¶enyt kaptam.
4. ¶abra. Q-Q ¶abr¶ak a logaritmikus hozamok empirikus eloszl¶asa ¶es a norm¶alis eloszl¶as kÄozÄott
(z¶ar¶ojelben a gener¶alt minta sz¶or¶as ¶es ¶atlag param¶eterei)
5. ¶abra. Q-Q ¶abr¶ak a logaritmikus hozamok empirikus eloszl¶asa ¶es a becsÄult stabil eloszl¶as kÄozÄott
(z¶ar¶ojelben a gener¶alt minta ®, °, ± param¶eterei)
Elemz¶esem m¶asodik fel¶eben azt vizsg¶altam, hogyan alkalmazhat¶ok az
eredm¶enyek el}orejelz¶esre. Ehhez v¶altoztathat¶o m¶eret}u mozg¶oablakot k¶esz¶³-
tettem, ¶es ¶abr¶azoltam, hogyan v¶altoztak a param¶eterek a vizsg¶alt id}operi-
¶odusban. Arra a k¶erd¶esre is pr¶ob¶altam v¶alaszt adni, hogy a 2008{2009-es
p¶enzÄugyi v¶als¶ag hat¶asa hogyan mutatkozott meg a hozamok eloszl¶as¶aban.
Az elk¶eszÄult ¶abr¶ak kÄozÄul a BUX index ¶abr¶aj¶at mutatom be.
A 6. ¶abr¶an 50 elem}u mozg¶oablak seg¶³ts¶eg¶evel becsÄultem a param¶etereket,
¶es ¶abr¶azoltam a param¶eterek v¶altoz¶as¶at az id}oben. Ez az ablakm¶eret megfele-
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l}oen kicsi ahhoz, hogy a v¶altoz¶asok gyorsan ¶erv¶enyesÄuljenek a becsl¶es¶ert¶ekek-
ben. H¶atr¶anya viszont, hogy el}ofordult olyan eset, amikor a param¶eterek nem
voltak meghat¶arozhat¶ok a PIT becsl¶essel az alacsony mintaelemsz¶am miatt.
A els}o ¶abra mutatja a logaritmikus hozam adatokat, 95%-os kon¯dencia inter-
vallummal a norm¶alis eloszl¶as ¶es a becsÄult stabil eloszl¶as alapj¶an. A m¶asodik
¶abra az ® param¶etert, a harmadik a sk¶alaparam¶etert ¶es a sz¶or¶ast, a negyedik
a helyparam¶etert ¶es az ¶atlagot mutatja.
6. ¶abra. Kon¯denciaintervallum norm¶alis ¶es stabil eloszl¶as alapj¶an { n = 50, BUX teljes id}oszak
A p¶enzÄugyi v¶als¶ag hat¶asa az ¶abra kÄozep¶en, kb. az 1200. meg¯gyel¶est}ol
kezd}od}oen l¶athat¶o. Az ® param¶eter ¶ert¶eke nagyon meredeken csÄokkent: a
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legalacsonyabb ¶ert¶ekek 1.3 kÄorÄuliek voltak. Hasonl¶oan alakult az OTP ¶es
az Egis hozameloszl¶as¶anak ® param¶etere, m¶³g a tÄobbi vizsg¶alt pap¶³rn¶al az
alakparam¶eter nem csÄokkent kiugr¶oan. Az ® param¶eter becsl¶ese gyorsan
v¶altozik, ebben kÄozrej¶atszhat a becsl¶esi elj¶ar¶as ¶erz¶ekenys¶ege egy-egy nagyon
extr¶em meg¯gyel¶esre, b¶ar ez az ¶erz¶ekenys¶eg j¶oval kisebb, mint a hagyom¶anyos
m¶odszerek eset¶eben.
A vizsg¶alt id}oszakban meg¯gyelhet}o volt mindegyik r¶eszv¶enyn¶el a sz¶or¶as
illetve a sk¶alaparam¶eter nÄoveked¶ese a v¶als¶ag ¶ev¶eben, ¶es ezzel egyidej}uleg a
helyparam¶eter (azaz a hozam v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶enek) csÄokken¶ese. A sk¶alaparam¶e-
ter, illetve sz¶or¶as ¶ert¶ek¶enek emelked¶ese nem volt hossz¶u t¶av¶u, rÄovid id}o alatt
vissza¶alltak a 2008 el}otti sk¶ala ¶es sz¶or¶as ¶ert¶ekek. A stabil modellel becsÄult
sk¶alaparam¶eter ¶altal¶aban alacsonyabb, mint a norm¶alis eloszl¶asb¶ol becsÄult
sz¶or¶as ¶ert¶eke. Azokban az id}oszakokban a legjelent}osebb az elt¶er¶es amikor
az alakparam¶eter jelent}osen csÄokkent. Teh¶at min¶el ink¶abb kÄozel¶³tÄunk a v¶eges
sz¶or¶as¶u esethez (® = 2), ann¶al ink¶abb ¶erv¶enyes a norm¶alis modell, m¶³g ha az
alakparam¶eter csÄokken, ¶ugy v¶alik az ¶arfolyam volatilisebb¶e, ¶es emelkednek a
sz¶or¶od¶ast le¶³r¶o param¶eterek ¶ert¶ekei.
5 ÄOsszefoglal¶as
Dolgozatomban bemutattam a stabil eloszl¶ascsal¶ad legfontosabb tulajdons¶a-
gait, az ismert stabil p¶enzÄugyi modelleket, ¶es a param¶eter becsl¶es¶ere kidol-
gozott elj¶ar¶asokat. A stabil eloszl¶asok haszn¶alata a p¶enzÄugyi modellez¶esben
hossz¶u m¶ultra tekint vissza, ¶es az elm¶eleti megalapozotts¶aga sz¶eles kÄor}u, de
az eloszl¶ascsal¶ad gyakorlati probl¶em¶akban val¶o alkalmazhat¶os¶ag¶at nagyban
nehez¶³ti a z¶art alakban ismert s}ur}us¶eg- ¶es eloszl¶asfÄuggv¶eny hi¶anya, valamint
a roppant sz¶am¶³t¶asig¶enyes algoritmusok. Az olyan ¶uj statisztikai m¶odszerek
kidolgoz¶asa, melyek egyszer}uen haszn¶alhat¶oak, ez¶ert id}oszer}u ¶es aktu¶alis fel-
adat.
Az ¶altalam kidolgozott PIT becsl¶es szimmetrikus stabil eloszl¶asok pa-
ram¶eterbecsl¶es¶ere ad megb¶³zhat¶o, nagy pontoss¶ag¶u eredm¶enyt. A m¶odszer
a robusztus M-becsl¶esek csal¶adj¶aba tartozik, ¶es megfelel}o statisztikai tulaj-
dons¶agokkal rendelkezik. Az algoritmus ¶es a szÄuks¶eges fÄuggv¶enykÄozel¶³t¶esek
rendelkez¶esre ¶allnak, ez¶ert az elj¶ar¶as kÄonnyen implement¶alhat¶o. Jelen dolgo-
zatomban igazoltam a PIT becsl¶es gyakorlati feladatokban val¶o alkalmazha-
t¶os¶ag¶at.
Cikkemben a Budapesti ¶Ert¶ekt}ozsde legjelent}osebb r¶eszv¶enyeinek ¶arfo-
lyamv¶altoz¶asait vizsg¶altam a 2004-2012 kÄozÄotti id}oszakban a logaritmikus
hozamok eloszl¶as¶an keresztÄul. A hozameloszl¶asok param¶etereit a PIT becsl¶es-
sel ¶es a STABLE szoftver seg¶³ts¶eg¶evel sz¶am¶³tottam ki. Vizsg¶altam a hozamok
eloszl¶as¶anak illeszked¶es¶et a norm¶alis, ¶es a becsÄult param¶eter}u stabil eloszl¶as-
hoz. Az elv¶egzett Â2 ¶es Kolmogorov-Smirnov tesztek alapj¶an elutas¶³tottam
a norm¶alis modell haszn¶alat¶at. A hozamok eloszl¶as¶ara kon¯dencia interval-
lumokat adtam, melyek korl¶atozott el}orejelz¶esi lehet}os¶eget is biztos¶³tanak.
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ASSESSING ASSET RETURNS IN THE SYMMETRIC STABLE MODEL
In this study the basic characteristics of the stable distribution family, models of
stable portfolio theory and parameter estimation methods are summarized. Us-
age of heavy-tailed distributions is widely accepted in ¯nancial modeling, thus the
theoretical background is satisfactory. The distribution family has some property
which is hard to handle in applications, e.g. the lack of known closed formula of the
density and distribution function. Methods dealing with parameter estimation are
unreliable, di±cult to use or computationally very intensive. That's why research
in that ¯eld is still conducive. A parameter estimation method for symmetric sta-
ble distributions is presented, based on Probability Integral Transformation (PIT).
The estimation procedure is a robust M-estimate and it possesses good robust sta-
tistical properties. The method gives accurate and reliable results. The method
is easy to implement, because the algorithm and all necessary function approxi-
mations are available. In the present study it is proven that the method can be
applied in a practical application for real data sets. The logarithmic returns of
some assets of Budapest Stock Exchange between 2004 and 2012 were modeled
with symmetric stable distributions by PIT estimation procedure and STABLE
software. The distribution of logreturns were ¯tted to normal and stable distribu-
tions. By Â2 and Kolmogorov-Smirnov goodness-of-¯t tests the normal model was
rejected. Con¯dence intervals for the returns were also given which provide some
sort of prediction.
